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Bilaga 1

NAGRA DEFINITIONER OCH SATSER UR VEKTOR -
ALGEBRAN

En skaldr ir en storhet, t ex massa, lingd, temperatur som kan representeras
av ett reellt tal (17, v 2 etc). Vanliga rikneregler for reella tal giller. Vi skall
i denna bilaga vanligen beteckna skalarer med grekiska bokstiver o, §, .

En vektor i det vanliga 3-dimensionella rummet 4r en storhet som geometriskt
kan representeras av en pil (riktad stricka), dvs den har bade belopp och rikt-
ning (bild 1). Vi betecknar hir vektorer med latinska bokstivera, b,T. ..

Vektorer ir t ex position, hastighet, acceleration, kraft, elektrisk filtstyrka,
magnetisk faltstyrka.

Vektorns (pilens) langd kallas dess belopp och betecknas |al.

Nollvektorn 0, ir en vektor med beloppet = 0. Till skillnad frin andra vektorer
kan den ej tillordnas nagon riktning.

Likhet, Tva vektorer a och b ar lika (dvs a =b) endast om de har samma belopp
och samma riktning. (Vektorernas beligenhet i rummet spelar alltsa ingen roll).

Multiplikation med skalir. Produkten av skaliren o och vektorn a tecknas aa
eller a& och ir en vektor med beloppet |o| - [a] som ir

riktad som aom a >0
motriktad a om o <0
(=0oma=0)

Negering. Vektorn —a definieras som (—1) a.

Addition av vektorer. Summan av vektorerna a och b ir en vektor ¢ som bildas
enligt bild 2. Summan skrivsa + b,dvsc=a + b.

ol

Bild 1 Vektor Bild 2 Addition av vektorer
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Subtraktion av vektorer. Med skillnaden mellan vektorerna a och b som tecknas
a — b forstar vi 16sningen till ekvationen a = b + x (bild 3).

Rékneregler. Foljande satser ges utan bevis:

o (fa) =(af)a
aat+fa=(a+B)2a
a+b=b+a
aat+ab=a(a+h)
(a+b)+c=a+((b+c)
a—b=a+(-b)

AR T

Enhetsvekror. Om |a| = | 4r @ en enhetsvektor.

Enhetsvektorer i ett ratvinkligt koordinatsystem. Betrakta det riatvinkliga koor-
dinatsystemet xyz (bild 4). Vi betecknar enhetsvektorerna i respektive koordinat-

riktningar i, j, k.

Hégerkoordinatsystem. Om ej annat sigs anvinds hir Adgerkoordinatsystem.
Namnet kommer av att en lings z-axeln riktad hdgergingad skruv som roteras
90° fran Ox till Oy rér sig i z-axelns riktning. Allmént sett bildar tre vektorer
a, b, c (bild 5) ett hogersystem, om de ej ar komplana (dvs ligger i eller dr
parallella med samma plan) och om en hégergingad skruv riktad ldngs ¢ som
roteras en vinkel <180° fran a till b rér sig i c:s riktning.

Komponenter. En vektor a kan alltid placeras utgiende fran origo i ett tredimen-
sionellt koordinatsystem (bild 6). LAt a,, ay och a, vara vektorspetsens koordina-
ter i systemet. Vektorerna ayi, ayj och a,k kallas vektorns komponentvektorer
i respektive axelriktningar; ay, ay och a, kallas motsvarande komponenter. Dessa
markeras ofta pa féljande sitt:

a=(ay, ay, )
P4 bild 6 ser man att

a=axl+ ayj + a;k

Beloppet av a erhills ur Pythagoras sats:

lal = \/a,zc-{-af,-l-a%

Bild 3 Subtraktion av vektorer
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Bild 4 Enhetsvektorer

Bild 5 Hoger koordinatsystem

Bild 6 Komponentvektorer
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Vektorvirda funktioner. En avbildning av tidsaxeln i mingden av vektorer kallas
en vektorvird funktion av tiden.

t = a(t) = (ax (1), ay (1), az (1) )
Komponenterna ay, ay och a, ar da vanliga funktioner av tiden.

Vektorvirda funktioner kan liksom vanliga funktioner deriveras och integreras.
Dessa operationer definieras pa foljande sitt:

da(t) =(d ax(t) day(t) daglt)

dt dt’dt’dt)

Derivering:

Integrering: Ja(t) dt =( fax(t) dt, fay(t) dt, fa,(t)dt)



FORKORTNINGAR

ABR
ACC
ADF
AIC
AIP
AIS

BCL
Befyl

CAS
CEP
CwW

DME

ELKA

FIR
FM

GAT
GCA
GEOREF
GHA
GMT
GST

HUD

IAL
ICAO
IFF
IFR
IK
ILS
IMC

LAT
LAT
LC
LHA
LMT
LONG
LST
LZT

Automatisk Besticks Rikning
Aeronautical Control Center
Automatic Direction Finder
Aeronautical Information Circular
Aeronautical Information Publication
Aeronautical Information Service

Bestimmelser for civil luftfart
Bestimmelser for militir flygtrafikledning

Collision Avoidance System
Circular Error Propability
Continuous Wave

Distance Measuring Equipment
Elektronisk kartpresentation

Flight Information Region
Frequency Modulation

Greenwich Apparent Time

Ground Controlled Approach

The World Geographic Reference System
Greenwich Hour Angle

Greenwich Mean Time

Greenwich Sidereal Time

Head-up Display

Instrument Approach and Landing
International Civil Aviation Organization
Identifying Friend or Foe (= IK)
Instrument Flight Rules
Igenkinningsutrustning

Instrument Landing System
Instrumental Meteorological Conditions

Latitud

Local Apparent Time
Landing Chart

Local Hour Angle
Local Mean Time
Longitud

Local Sidereal Time
Local Zone Time

Bilaga 2
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MILAIP Militirversionen av Aeronautical Information
Publication

MIL NOTAM Militdrversion av Notices to Airmen

MTBF Mean Time Between Failure

MTI Moving Targit Indicator

MTTR Mean Time To Repair

NDB Non-Directional Beacon

NNSS Navy Navigation Satellite System

NOTAM Notices to Airmen

OCL Obstacle Clearance Limit

0OCS Obstacle Clearance Surface

OSF Ordnings- och sikerhetsforeskrifter fér militdr
flygning

PAR Precision Approach Radar

PPI Planpolir indikator

PWI Pilot (Proximity) Warning Indicator

QDM Magnetisk kurs

QDR Magnetisk biring

QFE Lufttryck vid flygplatsens hdjd dver havet (eller
bantréskeln)

QFU En banas magnetiska riktning

QNH Héjd 6ver havets medelniva

QTE Geografisk biring

RAK Rikets allmidnna kartverk

RMI Radio Magnetic Interference

RMS Root Mean Square

RVR Runway Visual Range

SRE Surveillance Radar Element

SSR Secondary Surveillance Radar (sekundirradar)

TACAN Tactical Air Navigation

TILS Tactical Instrument Landing System

TN Troghetsnavigering

UTM Universal Transverse Mercator

VAL Visual Approach and Landing

VASIS Visual Approach Slope Indicator System

VDF Very High Frequency Direction Finder

VFR Visual Flight Rules

VMC Visual Meteorological Conditions

VOR VHF Omnidirectional Radio Range
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TILLFORLITLIGHET

Féljande avsnitt ger en kort introduktion till vissa begrepp inom tillférlitlighets-
omridet.

Eftersom navigeringsutrustningen blir alltmer komplex och dyrbar, stills 6kade
krav pa driftsakerheten och underhallsbehovet. Underhall ir all verksamhet fér
att halla system och utrustningar i funktions- och driftdugligt skick. Driftsiker-
heten beror pa det tekniska systemets funktionssikerhet och underhallsméissig-
het samt pd underhillssystemets sikerhet och kapacitet. Driftsikerheten kan
mitas i t ex effektivitet, tiliginglighet, funktionssannolikhet, MTBF, felinten-
sitet. Valet av limpligt matt beror pa utrustningens anvindning eller funktion.
Begreppen definieras nedan.

Med ett effektivitetsmdtr avses i allminhet en matematisk modell. Modellen ir
en funktion av ett antal storheter (tillférlitlighetsmitt av olika slag). Svarigheten
ir hir att bestimma antalet storheter, som skall ingi i modellen, deras inbérdes
samband och kriteriet pa onskad effektivitet.

Som exempel kan tjina frigan om huruvida ett flygplan skall utrustas med tvi
eller fyra motorer. Sannolikheten att en motor gar sénder under kdrning ar

q =1 — p. Flygplanet behdver minst hilften av sina motorer for siker flygning.
Som effektivitetsmatt viiljs E = sannolikheten att minst hilften av motorerna
fungerar. Den systemlosning som ger storsta E 8nskas. Med binomialférdel-
ningen kan visas att om 0 < q < -3~ viljs ett 4-motorigt och for -3~ <q <1
ett 2-motorigt flygplan. (Den senare sannolikheten f&r motorbortfall ir overk-
ligt stor).

Tillgéngligheten f6r en utrustning ir sannolikheten att utrustningen ligst har
en viss beredskapsgrad eller funktionstillstind vid en viss tidpunkt, miljd och
givna underhallsférhillanden. Tillgingligheten dr en funktion av tiden och avtar
monotont.

Funktionssannolikher ir sannolikheten att en enhet skall fungera tillfyllest
under en viss tid under givna drift- och miljoforhallanden. Den angivna tiden
kan innebidra funktionstid, lagringstid eller klartid men kan ocksi dversiittas
till kord stricka, genomstrommad vitskemingd e d.

MTBF (Mean Time Between Failure) representerar en statistiskt belagd medel-
tid (i drifttillstand) mellan fel som férorsakar foérsimrad funktion hos utrust-
ningen. MTBF anvinds foretridesvis i samband med flera utrustningar och ir
d4 medeltiden mellan fel i nigon av utrustningarna.

Felintensiteten ir en funktion av tiden som beskriver hur en utrustnings godhet
fordndras. Forslitning medfor exempelvis att sannolikheten att en enhet skall
upphora att fungera 6kar med tiden. En elektrisk sikring, diremot, kan ej par-
tiellt férsimras, vilket innebir att dess felintensitet 4r konstant. Felintensiteten
ir 1:MTBF.

De olika driftsikerhetsmatten som definierats ovan, anviinds i skilda samman-
hang. For en kontinuerligt arbetande radar ar basta driftsikerhetsmattet tillging-
ligheten, som &r ett matt pa system som kan gi sénder, men som efter reparation
ater kan siittas i drift. Funktionssannolikheten anvinds som matt fér utrustningar
dir underhill ej kan utféras eller enbart utftras vid vissa tidpunkter. Exempel &r
en uppsédnd satellit. Funktionssannolikhet anvinds dven i samband med attack-
och jaktuppdrag, som skall genomforas.
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Med underhdllsmdssigheten avses utrustningens (det tekniska systemets) anpass-
ning till underhallssystemet, mojligheterna till atgarder for reparation och kravet
pa resurser for att utfora underhallet. Aven for detta finns méitt sisom MTTR
(Mean Time To Repair), som innebir medeltider for att reparera eller sannolik-
heten att kunna utfGra reparation pd viss tid.

Underhdllssikerheten kan miitas i sannolikheten for att underhallsresurser finns
tillgingliga nir de behdvs, eller i medelvintetid pa resurser (MWT) eller i sanno-
likhet for att reparation ir mojlig p4 viss underhéllsnivad med hénsyn till resurs-
tillging.

Sammanfattningsvis skall sigas att driftsikerheten ir en kvalitativ egenskap hos
ett system eller en utrustning. Driftsikerheten &r sammansatt av de ovan nimnda
egenskaperna

e funktionssikerhet (hur ofta upptriader fel och stérningar med denna utrustning)

o underhdllsmdssighet (ar utrustning litt att reparera, dr forslitningsdelar Jittat-
komliga for utbyte) och

e underhdlissikerhet (finns ett underhallssystem, verkstader, verktyg, reparat6-
rer, som klarar av att reparera och underhalla utrustningen)
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1

Allméant om fel

Om de mitningar av accelerationer, hastigheter, avstand, riktningar etc som
navigationen av ett flygplan eller annan farkost grundar sig pa var helt exakta
skulle positionsuppfattning och styrorder vara perfekta. I praktiken ar alla mét-
ningar behiftade med fel som medfor att de ur mitningarna beriknade storhe-
terna, t ex position och styrorder, ocksa blir felaktiga. F6r en navigator eller
flygf6rare ir det dirfor absolut nédvindigt att veta vilka fel som forekommer,
hur de upptrider och vilken inverkan de har pi beriknade storheter.

En av navigatOrens visentligaste uppgifter dr att minska inverkan av fel i den
primira mitinformationen. I flygplan utan navigatdr ir det flygfdraren som

far samma uppgift. Detta giller cavsett om navigationen sker manuellt med
hjilp av information fran ett fital givare och instrument eller om den sker auto-
matiskt i en dator med information frin ett stort antal givare. I det forsta fallet
maste flygforaren eller navigatéren beddma hur tillforlitlig olika delar av naviga-
tionsinformationen ir. I det senare fallet bor flygforaren eller navigatéren veta
ungefir hur datorn behandlar informationen och vilka egenskaper presenterade
uppgifter har och hur fel i den priméira informationen kan piverka dessa upp-
gifter.

Ett fel ar skillnaden mellan verkligt och uppmitt eller presenterat virde pa en
storhet. Betecknas det verkliga viirdet med x, uppmitt virde med X och felet
med Ax giller:

AXx =X — X

De fel som férekommer i navigationssammanhang, positionsfel, kursfel, instru-
mentfel av olika slag etc, forindras i regel med tiden. Bild 1 ger exempel p4 hur
felet kan variera med tiden. Felet 4r ibland timligen konstant medan det i andra
fall vixer linjart eller kvadratiskt med tiden. I ytterigare andra fall finns det
inget enkelt samband mellan tid och fel.

Ett fel ar sdllan helt konstant eller forindras helt linjirt eller kvadratiskt med
tiden utan sammansétts ofta av en systematisk och en slumpmaissigt varierande
komponent. Se bild 2. Ett fel i vilket en slumpmaéssigt varierande komponent
ingar kallas fdr stokastiskt och man talar om stokastiska fel i motsats till syste-
matiska. Nigot riktigt motsatsforhallande existerar inte eftersom en systema-

Fel ‘/ c

= Tid

Bild I Exempel pd fel som funktion av tiden
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tisk komponent kan finnas i ett stokastiskt fel. Man brukar dock ofta dela upp
felet i en systematisk del och en slumpmissigt varierande del och kalla den sist-
nimnda for stokastiskt fel.

For att beskriva stokastiska fel miste man anviinda statistiska begrepp och meto-
der. Det b&r observeras att grinsdragningen mellan systematiska och stokastiska
fel inte dr enkel och sjilvklar och att en felkomponent beroende pa i vilket sam-
manhang och dver vilken tid den betraktas kan vara siviil stokastisk som syste-
matisk.

Betrakta t ex métfelet hos ett visst instrument i ett stort antal flygplan. Varje
instrument har en systematisk och en slumpmissigt varierande komponent. Den
systematiska komponenten dr emellertid olika for olika flygplan. Se bild 3 och

4. De systematiska felen for varje instrument kan siledes betraktas som stokas-
tiska nir man betraktar ett stort antal instrument. Nir man betraktar ett antal
instrument siger man ofta att man betraktar en ensemble av instrument. Ensemb-
len kan i sin tur vara behidftad med dels en systematisk och dels en rent stokastisk
felkomponent.

Ett fel helt utan systematisk komponent men dir de slumpmissiga variationerna
sker langsamt kan, om man endast betraktar en kortare tidsperiod, betraktas
som systematiskt. Se bild 5. Gyrodrift 4r exempel pa ett fel som kan upptrida
pa detta sitt.

Alla slumpmissigt upptridande variationer skall egentligen betraktas nidr man
statistiskt vill beskriva ett fel. I praktiken &r man dock mest intresserad av en
statistisk beskrivning for de, i regel sm4, fel som upptrider di mitutrustningar
och instrument arbetar pA normalt sitt. Andra fel, s k grova fel som uppkommer
t ex apparater gar sonder, man tar ut kursen 180° fel eller man anvinder en
karta med fel skala etc, medfor i regel att man inte far ndgon som helst anvind-
bar information. Genotn att man tar bort de grova felen kan 6vriga fel beskrivas
med enkla statistiska fordelningar vilket underlittar felanalysen hogst avsevirt.

Fel
“ X

Totale felet

Systematisk
kamponent

Stokastisk komponent

Bild 2 Felet sammansdtts ofta av en systematisk och en stokastisk (slump-
mdssig) komponent

Y
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Detta fr inte tolkas s& att grova fel ar ovisentliga. De dr tvirtom av storsta be-
tydelse, men man maste betrakta varje typ av grova fel och varje apparat eller
instrument for sig for att kunna eliminera dessa fel eller minska betydelsen av
dem.

Fel

Systematiske fel

- Tid

Bild 3 Ett instruments felvariationer med tiden i olika flygplan a, b och ¢

Systematisk felkomponent

[

Axg

.
. »

P — — — — — —— — > = e — — Ensemblens systematiska fel
.

Lol lanbeteckni
abcd ef ghijklimnoopaq Iygplanbeteckningar

Bild 4 Den systematiska felkomponentens (i fig 6.102) variation med olika
flygplana, b, c. ..

AFel
Ax “ Fel
Ax
4
3
2 Uppf&rstorat tidsavsnitt
1 (3] o
o
-1
-2
-3
-4
T T Y - tid h . T T T
0 2 3 4 S & 7 3,063,132 33 3,4 3,5 tidh

Bild 5 Ldngsamt varierande fel kan under en kort tidsperiod betraktas som
systematiska fel
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Statistisk beskrivning av fel

De slumpméssiga, stokastiska felen kan som nimnts beskrivas med statistiska
metoder. Vi kan uppfatta felet som en stokastisk variabel och skall nu se vad
som giller fOr stokastiska variabler.

Anta forst att felet, dvs den stokastiska variabeln, endast kan anta vissa diskreta
virden. Vi betecknar sannolikheten for att ett fel antar ett visst virde a; for py,
ett viarde ay for p; osv. Sannolikheterna py, p; . . . ir ett mitt pd med vilken
frekvens felet antar virdena ap, a; osv. Bild 6 visar i histogramform sannolik-
heterna for att felet antar virdena a,, a;, a3 . . . etc. Detta histogram kan betrak-
tas som en diskret frekvensfunktion for felet.

Anta nu att felet kan variera kontinuerligt. Vi betecknar felet, dvs den stokas-
tiska variabeln med X. Sannolikheten for att X antar ett virde mellan tvi punk-
ter a och b betecknas P (a < X < b). Dela nu in tallinjen i ett antal lika stora
intervall och berikna sannolikheterna for att X antar virden i respektive inter-
vall. Om vi hianfor dessa sannolikheter till mittpunkterna i respektive intervall
erhalls ett histogram av samma typ som tidigare. Se bild 7. Gor nu intervallen

i Sannolikhet

p
iy [ .

8 G] 02 03 CI4 05 06 07 08

Bild 6 Diskret frekvensfunktion for ett fel

l Sannclikhet } Sennolikhet
r_|
1 2
a b x a b x
# Sennolikhet } Sonnolikhet
— 3 4

Frekvensfunktionen fix)
for X

x

x

Bild 7 Kontinuerlig frekvensfunktion vid approximation med histogram
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b Sannolikhet
1,0
Frekvensfunktion F (x) for
den statistiska variabeln X
0 - x

Bild 8 Firdelningsfunktion for den statistiska fordelning som har frekvens-
Junktion enligt bild 7

allt mindre och dndra samtidigt skalan pa sannolikhetsaxeln s att den totala
arean i histogramstaplarna blir konstant. D4 intervallen blir allt mindre kan man

N approximera histogramtopparna med en kontinuerlig linje. Denna linje represen-
terar frekvensfunktionen eller sannolikhetsférdelningen for X. Frekvensfunktio-
nen Kallas ocksa for tdthetsfunktionen for den stokastiska variabeln X eftersom
den beskriver sannolikhetstithten. Frekvensfunktion for en stokastisk variabel
betecknas ofta med f (x).

Beteckna sannolikheten for att X antar virden mindre eller lika med ett tal x
som F (x).

Fx)=P(X<x)

F (x) ir fordelningsfunktionen for den stokastiska variablen X. Se bild 8. De
statistiska fordelningsfunktionerna for mitfel av olika slag kan ofta approxime-
ras med fordelningsfunktionerna for en normalférdelning eller rektangelfordel-
ning. Se bilderna 9—12.

—_ Observera att fordelningsfunktionen antar virden i intervallet 0—1. Arean under
frekvensfunktionen ir alltid lika med enhetsarean.

/_3\ Medelviirde och spridning

I minga sammanhang 4r man intresserad av medelvirdet for en stokastisk varia-
bel X. Medelvirdet betecknas E [X] eller m och uttrycks fér en diskret fordel-
ning som

E[X]=m=Zp, x,

dér p, dr sannolikheten att X antar virdet x,. For en kontinuerlig fordelning ir
uttrycket for medelviirdet

+eo
E[X] = [xf(x)dx

—oo

f(x) ar frekvensfunktionen for X. E [X] kallas ocksa for forviintansvirdet for X,

En stokastisk variabels férdelning ir inte sirskilt vildefinierad av sitt medelvirde.
For ett fel dir man eliminerat den systematiska komponenten blir n medelvirdet
noll. Man vill gdrna veta hur stor avvikelse frin medelvirdet som man har anled-
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ning att rikna med. Ett vanligt matt pa avvikelsen &r spridningen eller standard-
avvikelsen som definieras som

Dix]=¢ =\fE [ (X —m)?] m betyder medelvirdet for X
D? [X]=E [(x —~m)*]=¢? kallas fér variansen for X

Variansen ir det kvadratiska medelvirdet for avvikelserna fran férdelningens
medelvirde. Standardavvikelsen ¢ kallas dven for medelavvikelse.

Vill man ur ett antal mitningar, t ex instrumentavldsningar, p4 en ofordndrad

storhet fa en uppfattning om felet i mitningen kan man uppskatta standard-
avvikelsen. Antag att de uppmitta virdena ar Xy, X3, X3 . . . X,. Medelvirdet

n
m = (X +x2+x3+...+xn)/n=%- z X
i=1

Variansen o2 uppskattas ur sambandet

21
“n

4=

(x; —m)?
1

g

[

Standardavvikelsen o uppskattas som kvadratroten ur variansen

n
g = \/ r]T 2 (x; —m)?

i=1

Egentligen bor man vid berikningen av ¢® istallet fér 1/n anvinda 1/(n—1) efter-
som annars standardavvikelsen uppskattad ur en mitning blir noll vilket dr orim-
ligt.

Variabeln (X—m)/o uttrycker X:s avvikelse frin sitt medelvirde mitt med stan-
dardavvikelsen som enhet.

Medelvirdet E [ 2511 = 0
X—m
g

Standardavvikelsen E [ 1=1

(X-—m)/o dr den mot X svarande normerade variabeln.

Tva stokastiska variabler X och Y siges vara oberoende om deras forenade frek-
vensfunktion fy y (x, y) =fy (x) - fy (y). Detta innebir att frekvensfunktionen
for X, fy (x) inte paverkas av vilka varden som Y antar och vice versa. Praktiskt
innebir det att de fel eller hindelser som X representerar dger rum helt obero-
ende av de fel och hindelser som Y representerar och tvirtom.

Har man tva oberoende variabler X och Y, si giller fér summan X + Y, att
D? [X+Y]=D? [X]+ D? [Y]

Dvs fér oberoende variabler adderas varianserna kvadratiskt.

LAt oss som exempel betrakta reaktangulirfordelningen vilken 4r en statistisk
férdelning som giller for vissa fel. Rektangulirfordelning innebir att sannolik-
heten for att ett fel skall anta ett godtyckligt virde inom ett intervall &r konstant.
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a b

Bild 9 Fordelningsfunktion for rektangulirfordelning i intervallet (a, b)

a b

Bild 10 Frekvensfunktion for rektangulirfordelning i intervallet (a, b)

Fordelnings- och frekvensfunktionerna framgar av bilderna 9 och 10. Frekvens-
funktionen f (x) = 1/(b-a) for intervallet a <x <b och i dvrigt noll.

Medelvirde m = bta

RO =
e

b 2
Variansen 02 =E [(X-m)*} = [ (x-—m)? - bl dx = (b—a)
a —a 12

1
Dvs om intervallet b—a = [ blir variansen = —115 och standardavvikelsen 2\/3_

Vid rektangulirfordelade fel 4r sannolikheten att felet ér mindre in standard-
avvikelsen (1 @)

1

W3
P(x<——) = 1-dx= ~ 0,58

2/3 i 'E)

23

Felet dr alltid mindre &n dubbla standardavvikelsen.
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Anta att vi miter en storhet med n stycken instrument och vet att métfelens
standardavvikelse o, ir densamma for alla instrument. Vi vet dessutom att mit-
felen 4r helt oberoende av varandra. D3 ar standardavvikelsen o, for det aritme-
tiska medelvirdet av mitvirdena

ag

Vo

Dvs mitfelet minskar proportionellt mot kvadratroten ur antalet instrument
som anvinds vid mitningen. Mitfelet minskar pa ekvivalent sitt, dd man med
samma instrument miter en storhet flera ginger och tar medelvirdet av mit-
ningarna. Detta giller for stumpmaissiga fel. Ett systematiskt fel vid métningarna
kan inte elimineras genom att antalet méitningar ékas.

Op =

Om ett fel sammansiitts av flera oberoende stokastiska komponenter, Xy, X3,
X; ... X, med medelvirdena my, my, m3 . .. m, och standardavvikelserna
01, 02, . . . Op, si erhills medelvirdet m och spridningen ¢ fér summan X =
X; + X3 +... + X, avuttrycken:

m=m; +my +my +...my
02 =02 + 032 + 032 +...0,°

For oberoende variabler adderas alltsa medelvardena linjirt och spridningarna
kvadratiskt.

Eftersom spridningen ir ett matt pa det stokastiska felet i en storhet innebir
detta att stokastiska felkomponenter skall adderas kvadratiskt. Som exempel
pa detta betraktar vi kursfelet i ett modernt flygplan med s k fritt kursgyro.
Felet sammansitts av initialinstallningsfel och gyrodrift. Initalinstallningsfelet
kan i sin tur ha flera komponenter. Vi antar hir att det bestar av referensrikt-
ningsfel €; och ett inriktningsfel mot referensriktningen e;. Kursgyrodriften
har pa den aktuella flygtiden givit upphov till en felkomponent €3. Det totala
felet ¢ berdknas ur

62 =612 +€22 +E32

Dvs

€= \/612 +€22 +€32

Positionsfel, kursfel, mitfe! i radionavigeringssystem etc ér i regel sammansatta
av en mingd olika felkomponenter. Fel av denna karaktir ir statistiskt normal-
fordelade. I praktiken ansluter felens fordelningar inte helt till normalférdel-
ningen men avvikelserna ir s sma att man kan bortse frin dem. Detta giller
speciellt som man i regel inte exakt kan bestimma hur felens statistiska fordel-
ning ser ut.

Den normala fordelningsfunktionen (bild 11) brukar betecknas ®

X
d(x)=——= [ e dt

V2 .
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¢ {x)

-3 -2 A 0 1 2 3
Bild 11 Den normala fordeiningsfunktionen ® (x)

e (x)
-3 -2 -1 0 i 2 3

Bild 12 Den normala frekvensfunktionen ¢ (x)

Frekvensfunktionen (bild 12) betecknas ¢

e 2

_ 1
‘P(x) - m

Fordelningen dr symmetrisk kring nollpunkten och har medelvirdet noll.
Variansen g% = 1.

Nu har en normalfdérdelad stokastisk variabel X i regel inte medelvirdet noll
eller standardavvikelsen 1. Bilda dérfor den stokastiska variabeln (X—m)/o
dir m och o ir medelvirde respektive standardavvikelse till X. (X—m)/o har
dé fordelningsfunktionen & (x) och frekvensfunktionen ¢ (x). Frekvensfunk-
tionen for X ar

| _ (x=m)?

2
of2r = %0

f(x)=

11
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Adderas oberoende normalfordelade variabler med medelvirdena my, my, m3
.. . och standardavvikelserna o1, 05, 05 .. ., erhills en ny normalfdrdelning
med medelvirde m och standardavvikelse ¢ givna av uttrycken

m=mg; +my +my +...

02=012+022+032+...

Férdetningar i flera dimensioner

Korrelation

Vissa fel, t ex positionsfel och hastighetsfel, maste for att fullstindigt beskrivas
uttryckas i tva eller tre dimensioner. Den statistiska fordelning som man har
storst anledning att syssla med 4r normalférdelningen i tva eller flera dimen-
sioner, eftersom felen ganska vil ansluter till denna.

Normalférdelningen i tva dimensioner har foljande frekvensfunktion om variab-
lerna i de tva koordinataxelriktningarna x och y ir oberoende

_ 1 -"(“'mx‘2 y—myz
LR )

f = —
(x,¥) 270y 0y

Bild 13 ger en visuell uppfattning av en tvadimensionell normalférdelning. Frek-
vensfunktionen kan uppfattas som en frekvensyta.

Man siger att tva stokastiska fel eller variabler ir korrelerade om de beror av
varandra. Om t ex sannolikheten ar storre fér ett stort positionsfel i nordrikt-
ningen di positionsfelet i dstriktningen ér stort dn da det 4r litet, s& r positions-

W

Y

Bild I3 Frekvensfunktionen for en tvddimensionell normalférdelning
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felet i nord- och Gstriktningarna positivt korrelerade. Denna korrelation uttrycks
med en korrelationskoefficient p. Det giller att

-lsp<]

Fér att matematiskt kunna uttrycka korrelationen maste vi berikna en storhet
#xy

Hyy =E [ (X—my) (Y_my) ]

Dvs uyy r medelvirdet av produkten av skillnaderna mellan de stokastiska
variablerna och deras medelvirden. Korrelationskoefficienten p beriknas ur

Hxy
Oy Uy

Ar p =0 ir variablerna okorrelerade. p = 1 innebir att felen alltid ir propor-
tionella och har samma tecken. p = —1 innebir att de ir proportionella men
har motsatt tecken. Da p = £ 1 finns ett fullstindigt beroende mellan de tva
variablerna. Det bdr observeras att oberoende variabler alltid ir okorrelerade.

Vill man berdkna korrelationen mellan tvd matinstrument gér man en serie
parvisa métningar och berdknar spridningarna for vardera instrumentet. Dess-
utom berdknas uy, som

n
% (xj—my) (y;i—my )
i=1

_ 1
“xy"_

X; och y; dr hir de samtidigt uppmitta virden med de tv4 instrumenten. Korre-
lationskoefficienten p blir da

p= Z (xj—my) (yi—my) _ Mxy
\/E (xi—my )2 -Z (Yifmy)7 Ix %y

Ofta dr man inte enbart intresserad av ett métvirde och dess stokastiska mitfel
vid enstaka tillfillen. Man vill ha métinformationen kontinuerligt eller Atmins-
tone med korta tidsmellanrum. Under dessa férhallanden ir successiva miit-
ningar ofta behiftade med korrelerade fel. Dvs felet varierar slumpartat men
variationerna kan inte ske hur snabbt som helst. Betrakta bild 14. Felet i
nirheten av tidpunkten ty beror av felet vid to. Korrelation mellan felen i
successiva mitningar av en tidsvariabel storhet kallas for autokorrelation.

Matvisrde

N —— o

Verkligt viirde

Bild 14 Matfelets tidsberoende
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(;xz,,Y:] p=0 Ch ny*—] p=0,707

Bild 15 Jimforelse mellan korrelerad (t v) och okorrelerad (t h) tvidimensionell
normalfordelning

Korrelationen ir en funktion av tiden mellan métningarna. Denna funktion
kallas fér autokorrelationsfunktion. Korrelationen avtar med tiden, dvs ju
storre tidsskillnaden At dr mellan tidpunkterna to och t; pa bild 14 desto
mindre ir korrelationen. Ofta avtar korrelationen exponentiellt med tiden.

Man talar da ocksa om korrelationstid vilket ir den tid da korrelationen mins-
kat till 1/e = 0.37. I praktiken anges korrelationstiden for att indikera att kor-
relationen har betydelse for kortare tider, men saknar betydelse fOr lingre tider.

Den tvidimensionella normalférdelningen for tvi korrelerade stokastiska variab-
ler har foljande frekvensfunktion

2 2

)1

1 ( X—my y 2 {x—m,) (y—my)+ (y—my

- 2(1 —pz)[ Oy Oy Oy Oy

fx,y)= &

21 0y 0y \/1-p?

Bild 15 visar visuellt skillnaden mellan en okorrelerad tvddimensionell cirkulir
fordelning dir my = my = 0 och 6, =0y =1 och en fordeining med my,=my = 0,
oy=0y=10chp =1 4/2. Viser att sannolikhetsmassan koncentreras till linjen
X = y hos den korrelerade fordelningen.

Uttrycket for den okorrelerade cirkuldra tvidimensionella normalfordelningen
dir my=my = 0 ér

1. 2 +yt)
2 al

1
FOGY)= 5007 €

Substituerar vi (x* + y2) med 12, vilket r det kvadratiska avstindet fran medel-
virdet origo erhills

2

20 forr=0

f(r) = ag_e
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0,5

S |n

1 2 3 4
Bild 16 Frekvensfunktionen for den cirkulira tvddimensionella
normalfordelningen, Rayleighfordelningen

Y Y
! ]
AN
- X -
Felellips for korrelerad Felellips for okorrelerad
normalférdelning normalférdelning
6 =55 0,6
x =4
o =4,7 %y
= 0,36

ny

Bild 17 Felellipser for korrelerade och okorrelerade fel

Denna fordelning kallas dven fér Rayleighféirdelning. Se bild 16. Positionsfel
dir sannolikheten for en viss storlek pa felet dr lika i alla riktningar 4r Rayleigh-
fordelade.

Ett sitt att representera tvidimensionella normalférdelade fel ir med s k fel-
ellipser. En felellips dr en skidrning mellan normalférdelningens frekvensyta
och ett plan parallellt med koordinataxelplanet ovanfér detsamma. Felellipsen
ir en kurva for konstant felsannolikhetstithet.

Ar de tva variablerna i en tvadimensionell normalfordelning okorrelerade, sa
sammanfaller felellipsens huvudaxelriktningar med koordinataxelriktningarna.

1 annat fall ligger ellipsen snett (bild 17). Detta innebir att man genom att vrida
koordinatsystemet si att koordinataxlarna och ellipsens huvudaxlar sammanfal-
ler kan uttrycka en tvadimensionell normalférdelning med okorrelerade variab-
ler. Lingden pa felellipsens axlar dr proportionella mot spridningarna i axelrikt-
ningarna.
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Konfidensnivd CEP, dyms

D4 man anger att en utrustning har en viss noggrannhet, t ex att en DME har
noggrannheten 400 m, s& har detta ingen innebdrd, sidvida man inte samtidigt
talar om sannolikheten for att det angivna beloppet dverskrids.

Normalfdrdelade fel i en dimension ar helt bestimda av medelvirde och sprid-
ning. Sannolikheten for att felet avviker frAn medelvirdet mer dn ett visst antal
ginger spridningen ¢ framgar av bild 18. D4 man anger fel brukar man ange
spridningen (1 ¢), dubbla spridningen (2 o) och ibland 3- eller 4-dubbla sprid-
ningen (3 o), (4 0). Sannolikheten fér att ett fel inte avviker frin medelvirdet
mer dn dessa belopp framgir av tabell 1.

Anger man ett stokastiskt fel till € och dirmed menar att € 4r lika med dubbla
spridningen siger man att felet e har konfidensnivdn eller konfidensgraden 2 o.
Populirt siger man att € ir angivet pd 2 o-niva. Detta betyder att sannolikheten
for att felet dverstiger virdet € dr 1-0,955 = 0,045, dvs 4,5 %.

Ett annat och bittre sitt att ange konfidensnivdn ir att ange sannolikheten fér
att felet inte Gverstiger uppgivet virde. Siger man t ex att kursfelet ar 1,59 med
95 % konfidens innebir detta att felet med sannolikheten 0,95 understiger 1,5°.
Observera att for endimensionella normalférdelade fel dr konfidensnivaerna

»2 o» och »95 %» nistan lika. I praktiken anvinds de ofta synonymt.

l Sannolikhet

0,8

’

0,61

0,4

I

0,2

|
|
1
!
|
|
|
|
r
|
|
|
|
!
|
|

= Fel

|
!
|
|
|
|
I
|
|
|
|
!
1

0 o 20 3o 4¢

Bild 18 Endimensionell normalfdrdelning. Sannolikheten att felets belopp
Overstiger vissa spridningsmdit

Tabell 1.

Spridning Sannolikhet att felet inte avviker
frin medelvirdet

lo 0.683

20 0.9555

30 0.9973

40 0.99995
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Konfidensniva angiven som sannolikhet, dvs som %-niva, kan anvindas for alla
statistiska fordelningar i savil en som flera dimensioner. Konfidensniva angiven

i form le, 20, 30 etc har olika sannolikhetsinnebdrd for olika fordelningar. Ett
rektangulirfordelat fel kan t ex aldrig bli si stort som 2¢. Nir man anger fel

med en konfidensniva lo eller 20 underforstar man i regel att felet 4r normal-
férdelat och endimensionellt eller rittare sagt man borde endast anvinda benim-
ningarna i detta sammanhang. Tyvirr anger man ofta konfidensnivin som lg
eller 20 dven for andra fordelningar, t ex tvAdimensionella normalférdelningar.
Detta dr oprecist, fér 4ven om spridningarna for bada variablerna ar lika si varie-
rar konfidensnivin beroende p& korrelationen mellan variablerna. Likasa dr det
stor skillnad mellan konfidensnivan angiven i o-niva fér den endimensionella och
den tviddimensionella cirkulira fordelningen och normalfordelningen. Sannolik-
heten att felet understiger 1o, 20 och 30 fér endimensionell och tvidimensioneli
cirkulir normalfdrdelning (¢ = spridningen f6r varje variabel) framgar av tabell 2.

I praktiken &r ofta tvadimensionella normalférdelningar (t ex positionsfel)
elliptiska, dvs p # O eller o, # g, . Att i detta sammanhang tala om 2 o, vilket
forekommer, ér ej lampligt. I regel torde det vara si att nir ett matt anges pa
»2 0-nivay for ett tvidimensionellt fel, menar man att sannolikheten ir 95 %
tor att felet, sett som ett radiellt fel, understiger angivet virde. Det dr da bittre
att ange konfidensnivén till 95 %.

For tvadimensionella ellipsformade fel (t ex positionsfel) 4r man i manga fall
inte sérskilt intresserad av ellipticiteten, dvs att sannolikheten ir stérre for ett
stort fel i ellipsens storaxelriktning. Vad man vill veta ir sannolikheten for att
felet ej Overstiger ett visst virde oavsett riktningen. Ar t ex felellipsen for kon-
fidensnivan 95 % given vill man i stillet ange den cirkel for vilken sannolikheten
dr 95 % att felets belopp understiger radien. Se bild 19. Till skillnad frin mot-
svarande ellips dr inte sannolikhetstidtheten konstant lings denna cirkel. Belop-
pet av ett fel motsvarande radien i den cirkel som fér en viss konfidensniva

_~95% CEP

Felellips 95 %, konstant
sannolikhetstzthet

- X

Bild 19 Konfidensnivd angiven som cirkulirfel jamfort med felellips med
samma konfidensnivd

Tabell 2.
Spridning Fordelning

Endim Tvadim
leo 0,683 (0,393
2a 0,9555 0,8657

g 0,9973 0.9889
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maste avskira en godtycklig tvidimensionell statistisk fordelning brukar benim-
nas CEP. CEP betyder circular error probability. I praktiken har CEP kommit
att betyda CEP med konfidensnivan 50 %, dvs felets CEP-virde motsvarar radien
i den cirkel inom vilken felet finns med 50 % sannolikhet.

En annan beteckning som ofta forekommer vid tvadimensionella férdelningar
ar dyms (rms star for root mean square). Se bild 20.

dems = /052 + ay?

oy och gy ir spridningarna i ellipsens huvudaxelriktningar. Ibland kallas d ;s
far den tvadimensionella férdelningens spridning. Det dr mindre 1dmpligt att
som ett matt pa konfidensniva ange felen i forhallandet till dyg eller 2 d .
Séiledes motsvarar konfidensnivin 2 d.,, i regel ¢j 95 % konfidens vilket ibland
felaktigt antyds.

Bilderna 21—23 illustrerar i nigon man hur begreppen a,, oy, CEP och dpp dr
relaterade till varandra och konfidensnivan for tvaidimensionella normalférdel-
ningar.

Bild 20 Hlustration av dpng

Sannolikhet

0,690 l I
0,480 14
0,670
0,660
0,450
0,640
0,630 ey
0,620
0,610
0

©o 02 04 06 08 1,0

r r ’

0/ 0,

Biid 21 Variation i dpys med ellipticiteten — I dpms
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Sannolikhet
0,99
0,98
0,97

2d

0,96
0,95
0,94
0o 4 ol

0 0,2 0,4 g,6 0,8 1,0

I

DX/GY

Bild 22 Variation i dyms med ellipticiteten — 2 dpms

1,50_____ [
1, 45—

1d
1,40 AN =
1,35 N

d AN
rms

1,30 .
1,25
1,20 s S
1,15
0 1 5

o 02 04 06 08 1,0

C:Ux/oy

Bild 23 Férhdllandet mellan 1 dypg och CEP som
funktion av ellipticiteten

Fel vid ortlinjeskérningar

En positionsbestimning innebir ofta att man bestimmer skirningen mellan tva
ortlinjer. Ortlinjebestdmningarna ir emellertid behiftade med vissa fel som ger
upphov till positionsfel. Man vill giirna utgdende fran de statistiskt kiinda felen

i ortlinjebestimningarna f4 en statistisk feluppskattning fér positionsfelet. Bort-
ser man frin systematiska fel innebir detta att man ur de stokastiska felen i ort-
linjebestdmningarna vill bestimma positionsfelellipsen. Detta problem ar nu
inte helt enkelt och vi skall endast ange vilka faktorer som ir betydelsefulla

och vilken inverkan de har.

Ortlinjerna approximeras med rita linjer i skirningspunkten. Se bild 24 och 25.

o = skdrningsvinkel mellan ortlinjerna
01, 02 = de stokastiska felens standardavvikelse i skarningspunkten
P12 = korrelationskoefficienten {f6r de stokastiska felen

Ur dessa data kan standardavvikelserna i felellipsens huvudaxelriktningar berik-
nas, dvs felellipsen kan bestimmas. D4 felellipsen &r kind, kan konfidensnivin
anges som CEP-virde. Uttrycken for hur standardavvikelserna i ellipsens huvud-
axelriktningar beridknas dr ganska komplicerade, sirskilt om p;5 ir skild fran
noll. I stort sett géller att ju mindre vérdet pa « dr, desto smalare blir ellipsen.
Tabell 3 visar nagra exempel pa felellipser for okorrelerade ortlinjefel. Felet
Okar ungefir som 1/sin «.
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>/u—— Matt ortlinje nr |

Spridning i myjliga
midtviirden

N

S Mt ortlinje nr 2

A Baslinje B

Bild 24 Positionsbestimning genom skdrning av tvg ortlinjer

Bild 25 Férstorad bild av ortlinjeskiirning

For det enkla fall da o;= 0,= o blir standardavvikelserna i axelriktningarna

0\/2—
2 sin%‘

)

o

2

Gy =

2 cos

Bild 26 visar hur felet uttryckt som CEP respektive 90 % signifikansnivécirkel
indras som funktion av skirningsvinkeln a.

Man bor observera att virdena pi o; och o, ofta varierar hogst avsevirt bero-
ende pa var man befinner sig. Ar t ex ortlinjen en riktning frin en radiofyr,
VOR, TACAN eller NDB, sa ir felets standardavvikelse proportionell mot
avstandet till radiofyren. I hyperbelsystem divergerar ortlinjerna, hyperblerna,
pa lingre avstind frin markstationerna. Ortlinjefelets standardavvikelse &r pro-
ortionell mot denna divergens.



Bilaga 4 21

Felfaktor

0 30 60 90 120 150 180 °g

Bild 26 CEP och 90 % cirkuldrfel variation med skirningsvinkeln o

Tabell 3. oy, 0y och CEP variation med skirningsvinkeln o

o Oy ay ¢ CEP
90° 1,0 1,0 1,0 1,18
80° 1,10 0,92 0,84 1,19
709 1,23 0,87 0,70 1,23
60° 1,41 0,82 0,58 1,29
500 1,67 0,78 0,47 1,42
400 2,06 0,75 0,36 1,62
30° 2,74 0,73 0,27 2,01
200 4,06 0,72 0,18 2,85
10° 8,11 0,71 0,09 5,52

Det finns manga andra faktorer som inverkar pa ¢; och o5, t ex variationer i
signalstyrka, interfererande signaler, ljusforhallanden etc beroende pa typ av
system som genererar informationen. Vid praktisk fixtagning genom ortlinje-
bestdmning bér man forstka vilja en punkt dir skdrningsvinkeln dr mellan 60°
och 1209 och dir gy och o; 4r s3 sma som méjligt.

For tabell 3 giller att

standardavvikelserna i mitvirdena ir g, och o,
oy =03 =1 och okorrelerade

o = vinkel melian ortlinjerna

oy = spridningen i ellipsens storaxelriktning
Oy = spridningen i ellipsens lillaxelriktning

C =0y /oy

Har man mer 4n tva ortlinjer, skir dessa i regel inte varandra i en punkt. Det
bildas ett omrade med skiirningspunkter dir det giller att bestimma den mest
»sannolikay positionspunkten. Vid manuell navigering fir man vilja en punkt
mitt i men under beaktande att den verkliga positionen sannolikt avviker minst
frin de ortlinjer som har minst spridning. Sker positionshestimningen automa-
tiskt kan man vilja positionspunkten s att variansen, dvs drms » 1 den uppkomna
felellipsen minimeras.
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Positionsuppfattning efter
ortlinjebesttimning

OCrtlinje

Positiensuppfatining fére

ortlinjebestimning o~

Bild 27 Sammanlagring av dédriknad position (med felellips) och ortlinje

~

I ett modernt automatiskt navigationssystem beriknar man ofta positionsfel-
ellipsen kontinuerligt med hénsyn till dels felet och feltillvaxten fran dédrik-
ningssystemet, dels felet i ortlinjebestimningarna. Efter en ortlinjebestimning
beriknas den nya felellipsen med hinsyn till dels den tidigare felellipsen, dels
feluppskattningen i ortlinjebestimningen. Man forsoker darvid utfora berdk-
ningen si att man minimerar variansen dy, i den nya ellipsen. Se bild 27 dir

o, och oy ir spridningarna i felellipsen fore ortlinjebestimningen

ox och o, ir spridningarna i felellipsen efter ortlinjebestimningen

A villjs s att d;pmg = +/ 052 + oy minimeras da oy och oy beriknas
pa ritt sitt.

En avancerad tillimpning av denna beriikning eller filtrering r s k Kalman-
filtrering. Se vidare avsn 14.4.



